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Introduction 

Dans cet article, nous appelons surface reglee toute surface de recouverte par une famille 
de dimension 1 de droites de l'espace, ce sont les generatrices de la surface. Cette definition 
correpond a la notion historique de surface reglee. Une telle surface est definie par une courbe 
tracee sur la grassmannienne G des droites de P^. La surface est rationnelle si la courbe de G 
I'est. Le lieu singulier de la surface est I'ensemble des points d'intersection de deux generatrices. 



Dans I PI I, nous avons constate que dans le cas des surfaces quintiques rationnelles reglees, 
le lieu singulier de la surface determine completement la surface. Nous nous proposons dans cet 
article d'etudier le probleme suivant : 

Probleme : Toute surface rationelle reglee est-elle determinee par son lieu singulier? 

Nous etudierons ce probleme pour les surface rationnelles reglees parametrees. L'ensemble 
de ces surfaces est represente par le schema Morrf(P^,G) des morphismes de degre d de P^ dans 
G (voir [|GR|| ) . Pour tout morphisme /, la surface correspondante est definie par la courbe /(P^) 
et le morphisme nous donne un parametrage de cette courbe par P^. La variete Mor(i(P^, G) est 
irreductible et lisse de dimension 4d + 4 (voir [^] ). Elle est munie d'actions de PGL2 et de 
PO{q) oh q est la forme quadratique definissant G dans P^. Nous identifierons PGL^ a PSO{q). 
Le lieu singulier abstrait d'une surface rationnelle parametree / G Morrf(P^,G) est defini par : 

Definition : Le lieu singulier abstrait de la surface f est l'ensemble des paires de generatrices 
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qui se coupent, on le note ^{f)- 

C'est en general une courbe de degre d — 2 de S^F^. Une surface rationelle reglee de degre 
inferieur a 2 generale est lisse. Nous supposerons done que d > 3. De plus, si la surface / ou sa 
duale est un cone, alors son lieu singulier abstrait est S'^P^ tout entier. Notons I'ouvert de 
Morrf(P^, G) des morphismes / tels que I'image /(P^) n'est pas contenue dans un plan totalement 
isotrope pour la forme quadratique q. Pour un morphisme / du ferme complementaire, la courbe 
/(P-*^) est contenue dans un (a)-plan ou un (/3)-plan de G, la surface ou sa duale est alors un 
cone et son lieu singulier abstrait n'est plus une courbe de P(S'2)- Nous verrons que pour tout 
element / de R^, le lieu singulier abstrait est une courbe de 5^P^. La variete R^ est munie 
d'action de PGL2 et PO{q). L'action induite de PGL^ identifie a PSO{q) est Taction du groupe 
des automorphismes de P^ sur les surfaces. 

Nous etudions le morphisme "if qui a un element de R^ associe son lieu singulier abstrait et 
montrons le theoreme suivant qui repond au probleme pour le lieu singulier abstrait : 
Theoreme : (i) Pour d > 3, le morphisme ^ est generiquement injectif modulo isomophisme 
et dualite : la fibre generale de ^ est une orbite sous PO{q). Pour d > 5 la fibre generale est 
isomorphe a PO{q) ^ PGL4 x {±1}. 

(11) La variete R^ est irreductible de dimension 4d + 4. Le morphisme ^ est dominant pour 
d compris entre 3 et 5. Pour d > 6, son image est rationelle, normale de dimension 4d — 11 
reguliere en codimension d — 5 et de degre : 

d-6 /d+l+k\ 

n \d-5-k) 
(2k+l\ 
k=0 \ k ) 

Pour montrer ce resultat, nous utilisons I'isomorphisme exceptionnel entre PSO{q) et PGL4 
qui nous per met d' avoir deux points de vue sur G. Nous definissons ainsi deux morphismes 
naturels ^' et $ de la variete de R^ dans I'espace projectif des courbes de degre d — 2 du plan. 
Nous montrerons que ces morphismes sont egaux. 

Plus precisement, nous decrirons une stratification de la variete R,^ et montrerons que $ et 
coincident sur la plus petite strate. Nous montrerons que la variete R^ est plongee dans un espace 
projectif et que $ et ^ sont alors lineaires pour ce plongement. La strate minimale engendrant 
cet espace, nous concluons a I'egalite des morphismes. Le morphisme ^ nous permettra de 
montrer I'injectivite generique et de verifier que I'image, qui pourra etre vue comme variete 
determinantielle, est normale de lieu singulier en codimension d — 4 et du degre annonce. Nous 
donnerons au dernier paragraphe une parametrisation birationnelle de I'image de ^ ce qui nous 
permettra d'affirmer que cette variete est normale. 

Par ailleurs, nous montrerons I'existence d'un "espace de modules des surfaces rationnelles 
reglees parametres " A4{d) comme bon quotient de R^ par PGL4. Nous etudierons quelques 
sous-varietes remarquables de R^ ainsi que leurs images par ^. Nous donnerons egalement une 
compactification de R^ et nous decrirons I'image du bord. Enfin, nous etudierons le cas des 



surfaces de degre 5 et retrouverons des resultats de |P1] sur la position relative d'une cubique 
et d'une conique. 
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Remerciements : Je tiens ici a remercier mon directeur de these Laurent Gruson pour toute 
I'aide qu'il m'a apportee durant la preparation de ce travail. 



Notations : (i) Notons Sn la representation irreductible de dimension n + 1 de SL2- Nous 
identifierons Sn et Sn grace a la forme bilineaire 5L2-invariante sur 5„ (pour plus de details 
sur les representation de SL2, voir [SP| ) . Le plan P(S'2) contient une conique canonique Cq qui 
est I'image du plongement de Veronese de P(S'i). Si X est une courbe de degre n de P(5'2), on 
appelera polygene de Poncelet associe a X tout polygene complet dont les cotes sont tangents 
a Co et dont les sommets sont sur X. La courbe X sera dite en relation de Poncelet avec Cq 
si elle possede au moins un polygene de Poncelet a n + 1 cotes associe. On note %}n I'ensem- 
ble de ces courbes. On note Ka le fibre de Schwarzenberger conoyau de I'injection suivante : 

(u) Nous noterons Ga le groupe Aut((!)pi(a) © Opi{d — a))/C* des automorphismes modulo 
homotheties du faisceau Opi (a) © Opi {d — a). 

(ni) Notons V I'espace vectoriel H^Op3{l). La forme quadratique q definissant G est donnee par 
le produit exterieur sur A'^V. Nous identifierons A'^V et A^y grace a q. Notons K (resp. Q) le 
sous-fibre (resp. quotient) tautologique de G, on a la suite exacte suivante : 

Remarque 1 . (1) Le lieu singulier abstrait ^{S) d'une surface S donne des informations sur la 
geometric du lieu singulier de S : les points pinces de la surface sont exactement les points de 
^'(5)nCo. Les points triples de S ou de sa duale correspondent aux triangles de Poncelet associes 
a "^{S). Plus generalement les polygenes de Pencelets a n cotes associes a ^'(5) correspondent 
aux points n-uples de S ou de sa duale (ceux-ci peuvent etre definis grace aux techniques de 



I ACGH ] et aux incidences points /diviseurs sur P^). Enfin, la surface S est developpable si et 
seulement si ^(5) contient la conique Cq. 

(n) Un element / G Mord(pi,G) definit une surface de ¥{V) de la fagon suivante : la variete 
d'incidence points/droites I entre F{V) et G est definie au dessus de G par Pg(Q) (Q est le fibre 
quotient tautologique). Ainsi, le pull-back par f de Q definit un morphisme de la surface reglee 
Ppi(/*Q) dans I. Par projection, on obtient une surface rationnelle 5 de degre d de P(y). Si on 
effectue cette construction pour le fibre K on obtient alors une surface rationnelle S de degre d 
de F{V) qui est la surface duale de S. Nous dirons qu'une surface S est autoduale si il existe un 
isomorphisme entre F{V) et F{V) qui identifie 5 et S. 

(m) L'action de PGL(y) preserve les fibres tautologiques ii' et Q de la grassmannienne. 
Par contre, Taction de PO{q) echange Q et K. Nous pouvons ainsi caracteriser les surfaces 
autoduales comme etant definies par des morphismes / € Mor(i(P^, G) tels que I'orbite de / sous 
PO{q) est la meme que celle sous PSO{q). Nous verrons (proposition ^) que ceci est equivalent 
a dire, pour une surface assez generale, que la courbe correspondante sur G est tracee sur un 
hyperplan de P(A^y) non tangent a G. 
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1 Comparaison de deux morphismes 



1.1 Une stratification de 

Soit / G Morrf(P^,G), le faisceau f*Q est localement libre de rang 2 et de degre d sur P^. 
C'est par definition un quotient de V^O^i (grace a la fieche /*vr) et il est decompose. Nous 
avons done une identification f*Q ^ Opi{a) © 0^i{d — a) avec < a < d. Ceci nous amene a 
donner la definition suivante : 

Definition 1. Un element / G Morrf(pi,G) est dit de type a (avec < a < [f]) si f*Q est 
isomorphe a Opi (a) © Opi {d — a). Cette definition est PSO{q) et PGL2 invariante. Notons ^d,a 
(resp. R'^ft) I'ensemble des surfaces parametrees de type a (resp. dont la duale est de type h). 

Remarque 2 . (1) Le type de la duale est determine par la decomposition de K (et done par 
celle de K). Cette notion n'est done pas invariante par dualite. 

(n) Une surface de R^^o est un cone de degre d. Les varietes R^^q et R^ q ne sont done pas 
contenues dans R^ mais adherentes a R^. Ceci nous permet d'affirmer que pour tout element 
/ G Rd, I'application lineaire V — H^{f*Q) est injective (sinon la duale est de type nul). 

Proposition 1. Dans Morrf(P^,G), les varietes Hd,a (resp. R^^j sont determinantielles, de 
codimension d — 2a — 1 si a < ^ et nulle si a = | . Elles forment une stratification. Les deux 
stratifications sont independantes : I'intersection Rrf^afiR^^ est de codimension 2d — 2{a + b) — 2. 

Demonstration : Soit fu le morphisme universel de P^ x Mor^(P-'^,G) dans G x Mor(;(P-'^, G) 
(on note p et q les projections du premier produit et p' et q' celles du second), la variete R^^a 
est donnee par le lieu 011 la fieche de fibres vectoriels : 

R'p4f:p'*K<S)p*OM-[^] - 1)) ^V(/>'V^/Opi(-[^] - 1)) 

a un conoyau de dimension [|] — a — 1. Ceci permet de voir que ces varietes forment une 
stratification de Mor(i(P^, G). De la meme fagon on a une stratification par le type de la duale. 
On pent egalement voir les surfaces de type a comme le lieu ou la fieche de fibres vectoriels : 

R^P.{f:p'*K(^p*Opi{-a - 2)) R^p,{f*p'*V(S)p*Opi{-a - 2)) 

a un conoyau de dimension un. Dans ce cas la variete Rrf^a ^ la codimension attendue comme 
variete determinantielle (voir la remarque |3| pour la dimension de R^^a)- 

Pour determiner I'intersection de deux strates de chacune des stratifications, on cherche les 
points / G Morrf(P^,G) qui correspondent a des surfaces de type a dont la duale est de type 
b. Ceci revient a dire que Ton a les identifications suivantes : f*K Opi (—6) © Opi (6 — d) et 
f*Q ^ Opi (a) © Opi((i — a). Le "pull-back" de la suite exacte tautologique de G a P^ nous 
permet devoir y(g)Opi comme un element de PExt^(Opi (a) © Opi (d — a), Opi (— 6) © Opi (6 — d)). 

Reciproquement, pour qu'une telle extension convienne, il faut et il suffit que le faisceau £ 
obtenu soit trivial. Ceci se traduit par les egalites h^£{—l) = h^£{—l) = ou encore par le fait 
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que le morphisme Sa-i Sd-a-i — ^ •S'fe-i © Sd-b-i obtenu est un isomorphisme. Ceci est le 
cas pour un ouvert U de nos extensions. Regardons alors U x PGL^, nous avons un morphisme 
de ce produit vers Hd : le faisceau £ est trivial, un element de PGL4 nous permet d'identifier 
le faisceau Opi (a) © Opi (d — a) quotient de <f a un quotient de F^Opi ce qui nous definit un 
morphisme / de dans G. Par definition, le "pull-back" par /* de la suite exacte tautologique 
de G a est I'extention de depart. La surface ainsi obtenue est de type a et sa duale est de type 
b. La fibre de ce morphisme est exactement donne par les orbites sous Ga x G^- Ceci vient du 
choix d'une identification de f*K avec Opi (—6) © Opi (b — d) et de f*Q avec Opi (a) © Opi {d — a). 
II est facile de verifier que Taction de Ga x G[, est libre. La codimension de I'image, qui est 
Rd,a n ^, est done 2d - 2{a + b)-2. 

Parametrisation des surfaces de type a. 

Si on a un element / G Morrf(P"'^,G) de type a, alors on pent considerer la fleche sur les 
sections H^{f*'ir) : V — > H^{f*Q) qui est, apres identification de H^{f*Q) avec Sa © Sd—a: 
une application lineaire de V dans Sa © Sd-a (injective si / est dans R^ d'apres la remarque 
^). Reciproquement, pour se donner une surface de type a, il suffit de se donner une application 
lineaire injective de V dans Sa © Sd-a telle que la fleche F^Opi — > Opi (a) © Opi((i — a) soit 
surjective. 

II est done naturel de considerer I'ouvert de PHom(y, Sa®Sd-a) des applications lineaires 
injectives telles que la fleche induite F^Opi — > Opi (a) © Opi {d — a) sur les faisceaux soit 
surjective. L'ensemble des orbites de Fq sous PGL(y) forme un ouvert Gr^ de la grassmannienne 
G(4,5a © Sd-a)- Le groupe Ga agit sur Fa et sur Gr^. Un element de F^ definit un quotient 
localement libre de rang 2 et de degre d de y^Opi qui correpond a un morphisme de P^ dans 
G. Ceci definit un morphisme Ha de Fq dans Morrf(P^,G). 

Remarque 3. (1) L'image du morphisme 11^ est exactement R^^a- Les fibres de Ha sont les 
orbites sous Taction de Ga '■ il s'agit du choix de T identification entre f*Q et Opi (a) ©Opi (d — a). 
II est facile de verifier que Taction de Ga sur Fa est libre. La variete R^^^ est done irreductible 
de dimension 3d + 2o + 5 si a < | et 4(i + 4 si a = |. De plus, on pent verifier que Taction est 
propre et done libre, ainsi les varietes tld,a et R'^^ sont lisses (voir [|KQf| ). 

(11) Si on a un morphisme u de R^ (ou meme de Rd,a) vers un schema X tel que u est 
PGL(y)-invariant alors on a un morphisme Ua de Gr^ dans X qui se factorise par u. 

1.2 L'espace des modules des surfaces 

L'injection canonique de G dans P(A^y) definit par composition une immersion du schema 
Mor(i(P"'^, G) dans Mor(i(P^, P(A^y)). Ce dernier schema est Touvert des element V de l'espace 
projectif P(Hom(AV, Sd)) tels que la fleche ^l' : A^y©Opi — ^ 5(i©Opi — > Opi(d) est surjective. 
Ainsi la variete R^ est le localement ferme de P(IIom(A^y, 5"^)) defini par la condition precedente 
et le fait que le morphisme de P^ dans F{A'^V) correspondant se factorise par G. 

Nous etudions dans ce paragraphe Taction du groupe PGL(y) sur F(Rom.{A'^V, Sd))- Nous 
identifions les points stables et semi-stables pour cette action et montrons qu'il existe un bon 
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quotient de par PGLiV). Nous I'appelerons "espace des modules des surfaces" et le noterons 
M{d). Remarquons que les points stables et semi-stables de P(Hom(A^y, S'^)) pour Paction de 
PO{q) sont les memes que ceux pour Taction de PGLiV)^ le premier etant une extension de 
degre 2 du second. 

Proposition 2. (i) Un point tp de P(Hom(A^y, S^)) est instable si et seulement si il existe un 
vecteur v & V ou v G V tels que Im*-!/; est contenu dans v f\V ou dans Ker(A^y — ^ V) oil 
V = V A Idv — Idv A V. 

(ii) Un point "0 de P(Hom(A^y, S^)) est non stable si et seulement si il existe un vecteur 
z = vf\w € f^V tel que Iva^if) est contenu dans I'orthogonal de z pour la forme quadratique q. 

Demonstration : Considerons une base (ei)jg[i 4] de V et un sous-groupe a un parametre de 
SL{V) diagonalise dans cette base de telle sorte qu'il agisse avec un poids sur Cj et que Ton 
ait ai > a2 > 03 > 04 avec ai + a2 + + = 0. 

Nous pouvons alors verifier qu'un element x = Yli<j ^i-.j^i ^ ^'^^c ajj- G 5^ est instable 
pour ce sous-groupe si et seulement si 01^4 = 02,4 = 03,4 = ou 02,3 = 02,4 = 03^4 = 0. Ceci est 
equivalent a dire que x est dans Ker(A^F V) ou dans ei A V . 

De meme, I'element x est non stable pour ce sous-groupe si et seulement si 03^4 = ce qui 
signifie que x est dans I'orthogonal de ei A 62 pour la forme quadratique q. 

Remarque 4. Nous pouvons traduire geometriquement la proposition precedente. Soit / un 
element de Mor(;(P"'^, P(A^y)), il est instable si et seulement si /(P"*^) est contenu dans un plan 
isotrope pour q. II est non stable si et seulement si /(P^) est contenu dans un hyperplan tangent 
a la grassmannienne. 

CoroUaire 1. // existe un bon quotient, note M{d), de la varieteUd- C'est I'espace des modules 
des surfaces rationnelles reglees parametrees. 

Demonstration : II suffit de montrer que tous les points de Ti^ sont semi-stables. Mais la 
remarque precedente nous permet de dire qu'un point / G R^^ est semi-stable si et seulement 
si la courbe /(P^) n'est pas contenue dans un (a)-plan ou un (/3)-plan de G ce qui signifie 
exactement que la surface et sa duale ne sont pas des cones. 

Remarque 5. L'espace des modules A4{d) est normal comme bon quotient d'une variete lisse 
(voir [ MFK| ] ) . De plus sur I'ouvert des points stables, Paction de PGL{V) est libre (voir propo- 



sition |^ pour I'etude des orbites) et fermee (|MFK| proposition 2.4) done ([ [MFK| ] proposition 



0.9) la variete Ai{d) est lisse sur I'image de Pouvert des points stables. Elle est done reguliere 
en codimension 2d — 8 (voir proposition § pour la dimension de I'image des points semi-stables). 

1.3 Le morphisme vers le lieu singulier 

Le lieu singulier d'une surface rationnelle reglee est I'ensemble des points de la surface qui sont 
sur deux generatrices. Nous definissons maintenant schematiquement le lieu singulier abstrait 



d'une surface rationnelle reglee parametree. Nous utilisons pour ceci les techniques de [1ACGH|] 



6 



et rincidence point /diviseur sur P^. Nous verifions que c'est une courbe de S'^F^ sauf si la surface 
ou sa duale est un cone. 

Soit / un element de Morrf(P^,G), alors /*7r est une sujection de V0Ofi dans f*Q qui est 
un faisceau localement libre de rang 2 et de degre d. Notons q et p les projections de la variete 
d'incidence de S^F^ x F^ sur le premier et le second facteur, nous pouvons construire la composee 
suivante : V(^0^(^s^-^ — > V (Si g^,p*C'pi — > Q*P*if*Q)- Soit R le conoyau de cette fleche. 

Definition 2. Le lieu singulier abstrait de / € Morrf(P^,G) est le 0^'^™'^ ideal de Fitting du 
faisceau R defini ci-dessus. Ensemblistement, il correspond aux paires de generatrices qui se 
rencontrent, on le note ^'(/). 

Lemme 1. Soit f € Mor^(P^,G), le schema ^'(/) est une courbe de degre d — 2 si et seulement 
si f est dans R^. L'application ^ ainsi definie sur est PO{q)-invariante et d valeurs dans 
F{S'^~'^S2), la variete des courbes de degre d — 2 de F{S2)- 

Demonstration : Le lieu singulier abstrait est une variete determinantielle, il est done vide 
ou de codimension au plus 1. II ne pent etre vide si le degre de la surface est au moins 3 et si 
il est de codimension nulle, ceci signifie que toutes les generatrices de la surface se rencontrent. 
Ceci n'est possible que si la surface ou sa duale est un cone. 

Le faisceau R admet la resolution suivante : 

Ainsi le lieu singulier abstrait est une courbe de degre d — 2 sur P(S'2) pour tout / G R^ et son 
equation est donnee par le determinant de A. 

Pour montrer I'invariance sous PO{q) il suffit de prouver I'invariance par dualite et par 
PSO{q) ^ PGLiy). L'invariance sous PGLiV) est evidente car le lieu singulier abstrait ne 
depend que de I'image de V dans H^{f*Q). Pour I'invariance par dualite, on dualise la suite 
exacte precedente : 

^ (FO(rQ)/y) ^ Op(5,)(-l) ^ /70(rQ(-2)) Op(5,) ^ Exti(i?(l),Op(5,)) ^ 

En tenant compte des isomorphismes donnes par la dualite de Serre entre {H^{f*Q)/V) et 
H^{f*k{-2)) et entre F°(/*Q(-2)) et H^{f*K)/V, on voit que la fleche definissant le lieu 
singulier de la duale est la transposee de A. Ainsi son determinant est le meme. Cette application 
est done invariante sous Taction de PO{q). 

Proposition 3 . L 'application ^ se factorise par Gr^ clu dessus de R^ le morphisme ^ a ainsi 
obtenu est PGL2-lineaire pour le plongement de Pliicker de Gr^ dans F{A^{Sa © Sd-a))- 

Demonstration : Le morphisme ^ est invariant sous PGLiV) il se factorise done par Gr^ au 
dessus de R^^a (remarque |3|). Sur Gra x P(5'2) le morphisme est donne par le determinant 
de l'application suivante (on note V le sous-fibre tautologique et pr^ et pr2 les projections sur le 
premier et le second facteur) : 

{Sa-2 © Sd-a-2) ® W2*Ow{S2) ^ ((-^a © Sd-a)/WlV) ® pr2*Op(5,) (1) 
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il est done donne par le produit exterieur d'ordre d — 2 puis par projection sur Gr^, par : 

OGr^ (A^V) ® S'''^S2 

Le morphisme est done bien lineaire car (A^V) est de degre 1 pour le plongement de Pliicker. 

Remarque 6 . Le morphisme ^ se factorise par A4 {d) . Le morphisme induit de A4 (d) vers 
F{S'^^'^S2) est compatible avec Taction de PGL2- Nous decrirons geometriquement ses fibres 



pour les surfaces de degre 5 (voir proposition 14). 

1.4 Le morphisme $ 

Nous construisons maintenant un second PGL2-morphisme <^ de dans P(5'^~^52) qui sera 
plus facile a etudier que ^. Nous calculerons ses fibres et le degre de son image. Le morphisme $ 
sera encore invariant sous PO{q). Nous montrerons que c'est le bon quotient de R^ sous PO{q). 

Nous definissons le morphisme <1> sur tout I'espace projectif P(Hom(A^y, Sd))- Rappelons que 
I'on a les inclusions R^ C Mord(P^ P(A2F)) C F (Hom{A'^ V, Sd)). La seconde est donnee de la 
fagon suivante : si on a un element / € Morc;(P^,P(A^y)), il se decompose en 

- une partie canonique : le plongement de Veronese P^ — > F{Sd) (defini par x >— > x"^) et 
dont I'image est Cd la courbe rationnelle normale (invariante sous PGL2). 

- une projection de F{Sd) ---> P(A^y) qui est donnee par un element ip € P(Hom(A^y, Sd))- 

L'application lineaire ^p est definie par les sections de la surjection ip : A^F^Opi — > Opi{d). 
Reciproquement un element de P(Hom(A^y, 5^)) definit un morphisme de degre d de P^ dans 
G si et seulement si l'application tp ci-dessus induite sur les faisceaux est surjective. 

Notons P(5^5d) I'ensemble des formes quadratiques sur Sd- Un element ip de I'espace projectif 
P(Hom(A^y, Sd)) definit une projection P(5d) --■> P(A^y). Si on "remonte" la forme quadratique 
q par cette projection, on obtient une forme quadratique de rang inferieur ou egal a 6 sur Sd- 
Nous definissons ainsi le PG-L2-morphisme suivant : 

$ : PHom(AV, Sd) — > F{S^Sd) 

L'application <I> est definie en dehors du ferme de PHom(A^F, S'd) des tp tels que I'image de *"tlj 
est contenue dans un sous-espace totalement isotrope de A'^V. Ainsi <I> est definie sur I'ouvert 
des points semi-stables (voir proposition et done sur R^ tout entier. 

Remarque 7. (1) Soit / G MoTdiF^ ,F{A'^V))- En tant que quadrique, la forme quadratique 
^{f) eontient la courbe rationnelle normale Cd si et seulement si la courbe /(P^) etait tracee sur 
G. En effet, I'image de la quadrique ^{f) par la projection F{Sd) — ■>■ P(A^y) est exactement G 
alors que celle de Cd est /(P^). 

(u) L'image de R^ par $ est done contenue dans I'ensemble des quadriques de F{Sd) con- 
tenant la courbe rationnelle normale Cd, c'est I'espace projectif ¥(H^Icj^{2))- Mais I'espace 
vectoriel H^lcS2) est le noyau de i?°C'p(5^)(2) — > H^Oc^{2) et s'identifie a S'^Sd-2- La loi de 
reciprocite de Hermite (voir [ |SP[ ) nous permet d'identifier S'^Sd-2 a S'^~^S2- Ainsi, le morphisme 
$ defini sur Rd est a valeur dans F{S'^-'^S2) V espace des courbes de degre d — 2 de P(S'2). 
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Nous allons montrer au theoreme || que ce morphisme est le meme que L'egalite de ^' et 
de $ nous permettra de determiner les fibres de ^ (cf. theoreme |2|) et le degre de son image 
ainsi que celui de certaines sous-varietes particulieres de cette image (cf. Tlieoreme ^. 

Notons Qfc le localement ferme de F{S'^S(i) des formes quadratiques de rang exactement k. 
Le ferme des formes quadratiques qui contiennent la courbe rationnelle normale Cd est une sous- 
variete lineaire de F{S'^Sd) isomorphe a ¥{S'^^^S2) (voir remarque 0), notons I'intersection 
de Qfc et de ce sous-espace lineaire. Remarquons que qs est ferme car q2 est vide. En effet, il n'y 
a pas de forme quadratique de rang au plus 2 contenant sinon cette derniere serait contenue 
dans un hyperplan. Notons enfin les images reciproques des q^. 

Lemme 2. L'application <I> est definie sur les points semi-stables de PHom(A^y, S^), elle in- 
variante sous Vaction de PO{q) et son image est Qg. 

La restriction de ^ a est definie en dehors des fermes R^^o ^'do image est qg. 

On a $~^(<I>(Rd)) = Rrf ce qui signifie que les fibres de ^|-^ sont les memes que celles de <5 sur 
tout I'espace PHom(A2y, 5"^). 

L 'application <I> se factorise sur Gr^ en un morphisme lineaire pour le plongement de Pliicker. 

Demonstration : Nous avons deja vu que $ est definie sur les points semi-stables. Elle est 
evidement PO ((7)-invariante. L'image de P(Hom(A^y, Sd)) est contenue dans le ferme des formes 
quadratiques de rang inferieur ou egal a 6. Reciproquement, si w est une telle forme quadratique, 
son noyau Kerw est de codimension au plus 6. Soit = Sd/Kerw, c'est un espace vectoriel de 
dimension au plus 6 muni d'une forme quadratique non degeneree. Si on se donne une isometrie 
injective i de A^ dans A'^V, on construit grace a la composee Sd — > N — ^ A^F la transposee 
d'un element de la fibre. 

Nous nous contentons pour le moment de verifier que R^^o et R^ q sont dans le lieu base de 
$. Nous verifierons au moment de la compactification de R^ (remarque ^) que le lieu base de $ 
sur Rrf est exactement donne par Rd,o U R^q- L'application $ n'est pas definie sur le lieu des 
points instables qui contient Rd,o U R^ q (voir corollaire |^) et done son adherence. 

Un element de R^ est donne par une application lineaire ^p de A'^V dans Sd telle que le 
morphisme ip : A'^V^Opi — > C'pi(d) est surjectif et que la composee 

Opi(-d) ^ A^V^^Opi ^ AV^Opi ^ Opi(d) 

est nulle. L'adherence de R^ est done donnee par la seconde condition. Par $ on obtient alors 
le sous-schema de Qg des formes quadratiques w qui verifient que la composee 

On{-d) — > 5d8)Opi ^ 5d®Opi — > Opi(d) 

est nulle. C'est exactement qg. Les fibres de la restriction de <^ a R^ sont les memes que celles 
de En effet, la condition "la courbe est dans G" se traduit exactement par le fait que la 
quadrique image contient Cd ce qui se voit sur l'image. 

II nous reste a montrer que l'application induite sur Gr^ (par invariance sous PGL{V)) est 
lineaire pour le plongement de Pliicker. Si V est le sous-fibre tautologique et ipu est le morphisme 
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universel de V dans Sd'^O^ra ; le morphisme $ est defini de la fagon suivante : 

qui est bicn lincairc pour le plongemcnt de Pliickcr car A'^V est de degre —1. 

Proposition 4. Les fibres de $ sont isomorphes a PO{q) au dessus de Qg et PSO{q) au 
dessus de Q5. Dans ces deux cas la fibre est une orbite fermee sous PO{q). Au dessus de Q4, 
les fibres de $ ont deux composantes irreductibles de dimension d + 11 qui se coupent en un 
ferme de dimension 14 qui est I'unique orbite fermee de cette fibre. Au dessus de Q3, elles sont 
irreductibles de dimension d+11 et contiennent une unique orbite fermee de dimension 12. 
L 'image de est exactement cjg. 

Demonstration : Si G est un sous-groupe d'un groupe lineaire, on note PG le quotient du 
groupe G par les homotheties. 

Soit w une forme quadratique de Sd- S'lifj (z (^^^{w), alors Ker*-!/; est inclus dans Kerti;. Notons 
/(V') =V'(Kerit;) qui est un sous-espace vectoriel isotrope de hP'V et N{w) I'espace >S'(i/Ker(u;) 
(qui est muni d'une forme quadratique non degeneree induite par w). La suite exacte : 

— > liip) — > ImV — > N{w) — > 
impose que I^ip) est exactement le noyau de la restriction de g a lm{^ip). Ainsi, Im(V') est 
necessairement contenu dans Les rangs r{w) et r (■)/') de w et ip et la dimension i^ip) de 

/(■i/') verifient les deux conditions suivantes : 

r{il>) = r{w) + i{il>) et r{tp) < 6 — i{il>) 

Une fois fixes les entiers r{'tp) et i{'tp) verifiant ces conditions, la fibre au dessus de w est 
donnee par les choix suivants : un sous-espace vectoriel Ker*'0 de Kevw de codimension ; un 
sous-espace Im(V') de dimension r{tp) de A'^V tel que la restriction de la forme quadratique q a 
pour noyau un espace dc dimension i{'ip) ; une isometric a homothetie pres de S'rf/Ker(*i/') 
dans Im(*(/;)- Le groupe PO{q) agit transitivement sur les couples formes d'objets des deux 
derniers types. 

Les valeurs de r{w), r{ip) et i(V') possibles sont alors (on se contente des cas r{w) > 3) : 

- si r{w) = 6, alors r(-(/') = 6 et i(V') = 

- si r{w) = 5, alors r(?/') = 5 et i(^) = 

- si r{w) = 4, alors r(V') = 5 et i(^) = 1 ou r('0) = 4 et i(^) = 

- si r{w) = 3, alors r(V') = 4 et z(^) = 1 ou r('0) = 3 et z(^) = 0. 

On commence par traiter les cas oii z(^) est nul. Dans ce cas, la fibre est donnee par un 
sous-espace Im(V;) de h?V' de dimension r{w) tel que la restriction de la forme quadratique q 
est non degeneree et une isometric de Sd/KeT{w) dans Im(V;). Le theoreme de Witt nous permet 
de dire que tous les sous-espaces lm(*0) sont conjugues sous PO{q), la fibre est ainsi une orbite 
sous ce groupe. Elle est toujours fermee. Le stabilisatcur est alors PO(Im(*0)^). Ceci dccrit les 
cas de rang 5 et 6 et les fermes de dimensions 14 et 12 des cas de rang 4 et 3. Dans le cas oii 
la forme quadratique est de rang 5, la fibre est isomorphe a PSO{q) est c'est une orbite sous 
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PO{q). Les actions de PO{q) et de PSO{q) pour les points de ^"^(Qs) sont les memes ce qui 
signifie que les surfaces de sont autoduales. Ces courbes sont exactement les courbes tracees 
sur un hyperplan regulier (non tangent a la quadrique) de P(A^y). De meme sur les deux fermes 
de dimensions 14 et 12, Taction de PSO{q) est la meme que celle de PO{q) ainsi ces surfaces 
sont autoduales. 

Si vaut 1 (dans les cas r{w) = 4 ou r{w) = 3), la fibre est alors donnee par le choix d'un 
hyperplan de Kerit; (c'est P(Keru)) qui est de dimension d — 4 ou d — 3), le choix d'un sous-espace 
W de dimension 5 ou 4 de K^V tel que la restriction de la forme quadratique g a a un noyau de 
dimension 1 (ce choix correspond a PO{q) /SiobiyV) qui est de dimension 4 ou 7) et le choix d'une 
isometric a homothetie pres (c'est PO{W) qui est isomorphe a P0(4) x C* x ou P0(3) x C* x 

et est de dimension 11 ou 7). On pent remarquer qu'une fois le choix de I'element de ¥{Kevw) 
realise, la fibre est une orbite sous PO{q). En effet, pour r{w) = 4, on a PO{W) = Stab(I^) 
done la fibre est isomorphe a P(Kertt;) x PO{q) et a deux composantes connexes de dimension 
d + 11. Dans le cas r{w) = 3, on a I'egalite Stab(W") = PO{W) xPO{W)nPO{W^) po{W^) ou 
PO{W^) = C* X C X {Id, an] ou H est un hyperplan contenant W et PO{W)r\PO{W^) = C*. 
On voit alors que la fibre est isomorphe a P(Kerit;) x (PO{q)/C x {Id, an})- Le sous-groupe 
C X {Id, an} de PO{W-^) est forme des elements dont la restriction a /(V') est I'identite. On voit 
ainsi que la fibre est isomorphe a F(Keicw) x PSO(q)/C et qu'elle est irreductible de dimension 
d + 11. 

II reste a verifier que les parties correspondant a i(V') nul sont adherentes a celles oii i^tp) = 1. 
Pour le voir, on choisit w de rang 4 ou 3 et V $~^(tt;) tel que i{ip) = et on construit 
une deformation -0^ d'element tels que i{il^t) est non nul qui tend vers ip quand t tend vers 0. 
L'application ^p est donnee par une injection -0 : N{w) — > A'^V. Soit K un hyperplan de Ker(it)) 
et = Sd/K. Soit / le noyau de dimension 1 de — > ^^iw), x un generateur de I et y un 
element isotrope de {ip{N{w)))-^ , on definit l'application t/jf sur N = I (B N{w) par tlJt\N{w) = 
et tptix) = ty. Elle convient. 

Dans le cas r{w) = 3 et ^(-0) = 0, le noyau Ker(*0) = Kertt; rencontre la courbe rationnelle 
normale Cd en d — 2x points et se projette sur une conique avec multiplicite x. Ainsi, la courbe 
image est de degre 2x. On est plus dans sauf si d est pair et x = [^]. On verra au paragraphe 



2.2 que les autres cas sont adherents a R^. Si par contre i(V') = 1, alors on pent trouver un 
element ip qui nous donne une courbe de degre d. De meme, au dessus des formes quadratiques 
de rang 4, 5 et 6, on pent trouver des elements de R^. Pour ceci, il suffit de choisir un sous-espace 
KerV' de Kevw ne rencontrant pas Cd- On voit ainsi que qj est I'image de R^. 

Remarque 8 . (i) Les surfaces de R^ correspondent aux courbes tracees sur un hyperplan non 
tangent a G. Les surfaces de R^ correspondent aux courbes tracees sur un hyperplan tangent a 
G (cas general) ou a celles tracees sur un espace projectif de dimension 3 de P(A^y) (ferme de 
codimension d — 3). Enfin, les surfaces de R^ correspondent aux courbes tracees sur un espace 
projectif de dimension 3 tangent a G. 

(n) Les fibres de l'application de M.{d) vers P(5^5rf) deduite de sont formees par deux 
points au dessus de qg, un seul point au dessus de qs. 
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Proposition 5. Le morphisme ^ est le bon quotient de Vouvert des points semi-stables de 
P(Hom(A^y, Scf)) par PO{q). En particulier, le morphisme $ resteint a est un bon quotient 
pour I'action de PO{q). 

Demonstration : Les points stables et semi-stables de P(Hom(A^y, S^)) pour Paction de 
PO{q) sont les memes que ceux pour Taction de PGL{V). lis sont decrits a la proposition ||. 
Ainsi I'ouvert de definition de $ est exactement I'ouvert des points semi-stables. Par ailleurs 
$ est PO{q) invariant done il se factorise par le bon quotient sur cet ouvert. Enfin, I'image 



de $ est Qg qui est de cohen-macaulay et lisse en dehors de Q5 (voir | ACGH |). Elle est done 
reguliere en codimension d — 5 et done en codimension 1 pour d > 6 (pour d < 5 elle est lisse). 
Le critere de Serre nous permet de dire que Qg est normale. Par ailleurs, la proposition ^ nous 
dit qu'il y a une unique orbite fermee dans chaque fibre de Ainsi le morphisme du quo- 
tient P(Hom(A^y, Sii)y^ / PO{q) vers Qg est une bijection ensembliste. La normalite de Qg nous 
permet d'appliquer le theoreme principal de Zariski pour affirmer que c'est un isomorphisme. 

CoroUaire 2. La variete^Q est normale reguliere en codimension d — 5. 

Demonstration : Nous savons que qg est I'image de $ par R^^. C'est done le bon quotient 
d'une variete lisse d'oii la normalite. Par ailleurs, sur I'ouvert R^, Taction est propre (les points 
sont stables) et libre (proposition ^). Ainsi la variete qg est lisse et son complementaire qg qui 
est done exactement le lieu singulier de qg est en codimension d — 4. 

1.5 Comparaison des deux morphismes 

Nous montrons dans ce paragraphe le theoreme suivant : 
Theoreme 1 . Les morphismes ^ et ^ sont egaux. 

Le principe de la demonstration est d'etudier les applications lineaires $a et de Gr^ dans 
P(S"^~^S'2). Elles se prolongent sur le plongement de Pliicker en deux applications PGL2-liiieaires 
que nous notons encore $a et de A^(S'a © Sd-a) dans S"^~^S'2. II suffit de verifier qu'elles 
correspondent au meme quotient. 

Nous etudions ces morphismes sur la strate minimale (celle des surfaces de type 1) et nous 
montrons qu'ils coincident : les deux morphismes se factorisent par Is? S^-i'^^ Si. 

Nous montrons ensuite que si ^' et $ coincident sur cette strate alors ils sont egaux. Par 
par dualite, les morphismes $ et sont egaux sur les surfaces dont la duale est de type 1. Par 
linearite il suffit de montrer que la strate des surfaces dont la duale est de type 1 engendre tout 
Tespace vectoriel. 

Lemme 3. Les morphismes et <I>i sont egaux, ils correspondent a la projection canonique 
de K^{Si © Sd-i) vers !?Sd-i®^^Si. 

Demonstration : Nous commengons par etudier '■ considerons le morphisme : 
{Sa-2 e Srf_,_2)0Op(52) ^ {Sa J©Op(s,) (2) 
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produit des deux multiplications. Le morphisme ^' est donne par H^[A'^~'^m). II est done defini 
par le produit tensoriel des deux applications S'L2-lineaires A"~^5a_2 — > A"-^^ SadSiS^^^ S2 et 
A_<i-"'-^S(i-a-2 — ^ A^^"-^-^ Sd-a'^S'^~"'~^ S2 Nous pouvons done ecrire ^I'(J coninie etant I'appli- 
cation lineaire suivante (en tenant compte des isomorphismes entre A'^"'"^S'„ et A"~'^5'„) : 

A\Sa e Sd-a) A^Sa^A^Sd-a ^ S""-^ S2 

Etudions maintenant <I>a : si on a une application (p de V vers 5a © Sd-a alors la fleche de 
A^V vers Sd est donnee par I'application vr : A^{Sa (B Sd-a) — ^ Sa^Sd-a — Sd composee avec 
A'^if. Ainsi, le morphisme^a est donne par 

A\Sa © Sd-a) ^ SH^HSa © Sd-a)) ^ S^{Sa^Sd-a) ^ S^Sd 

Mais le morphisme S'^{Sa^Sd-a) — * A'^(5a © Sd-a) se factorise par A^5a(8)A^S'rf_a : 

i 3 id 

Cette fleche de A^(S'a © Sd-a) dans A^S'a(8'A^S'rf_a est la meme que celle de ^'a- H nous suffit 
de verifier que les deux applications S'L2-lineaires de A'^Sa'S'A'^Sd-a dans S'^~'^S2 sont les memes. 

Mais dans le cas a = 1, le terme A"^ Sd-i^A"^ Si est isomorphe a S'^~'^S2 et a S'^Sd-2- Ainsi 
dans ce cas les deux morphismes correspondent au quotient A'^{Si © Sd-i) — > A'^Si^A'^Sd-i 
et apres identification de S'^~'^S2 et S'^Sd-2 a A^5d_i on a I'egalite entre et $i. 

Les morphismes ^ et $ etant invariants par dualite nous savons qu'ils coincident sur le ferme 
de Grjdj des surfaces de type general dont la duale est de type 1. Mais ^jdj et ^>jdj sont lineaires 
pour le plongement de Pliicker de Grr d, , il suffit done de montrer que ce ferme n'est pas contenu 
dans un hyperplan et est reduit. La proposition suivante nous permet de conclure : 

Proposition 6 . Les surfaces de type general dont la duale est de type 1 ne sont pas sur un 
hyperplan du plongement de Pliicker de Grrd, et forment un schema reduit. 

Demonstration : Nous savons que cette sous-variete est determinantielle (proposition ^). 
Nous pouvons done calculer la resolution de son ideal grace au complexe d'Eagon-Northcott 
associe. En effet, la variete est donnee par la non surjectivite de la fleche suivante sur Grrdi 
(nous avons note V le sous-fibre tautologique de Grj ) : 

V©5d_3 iS[l]+d-3 ® -Sad-d ]-3)®C'Grj,, 

Notons L (resp. M) le faisceau de gauche (resp. droite) et I (resp. m) son rang. La resolution 
son ideal I est donnee par (voir par exemple [ |GP| ) : 

— > A'"M®A'L^5'-'"(M) — > > A^M^A^L — >I — ^ 

II nous reste a calculer les sections globales de X(l) done la cohomologie des termes de ce 
complexe. Pour voir que H^I{1) est nul il nous suffit de montrer que les groupes de cohomologie 
F'~™-P(A™M©A'-PL©S''-'"-P(M)(l)) sont nuls. Or seul le terme L est non trivial, il suffit done 
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de montrer que les groupes i^' ^(A' pL(1)) sont nuls. Nous pouvons calculer ce faisceau grace 
aux foncteurs de Schur ( ||FH[| ) : 

A 

il reste done a calculer la cohomologie de SxV pour les partitions qui apparaissent et on trouve le 
resultat d'annulation (la cohomologie des foncteurs de Schur des fibres tautologiques est connue, 
[DE|). Ici les SxV sont a cohomologie completement nulle. 



voir 



Nous devons maintenant eliminer le cas oii les courbes de type 1 seraient sur un hyperplan 
epaissi. Ce n'est pas le cas : les surfaces de Grjdj dont la duale est de type 1 est I'image de 
I'incidence entre Gri et Gr^d^ donnee par la dualite. Elle est done reduite. 

Theoreme 2 . Le morphisme ^ est generiquement injectif modulo isomorphisme et dualite. 

Demonstration : II suffit de combiner le theoreme || et la proposition ^. 



2 Applications 

Nous allons maintenant utiliser le resultat du theoreme |l] pour etudier I'image de ^' et celle 
de certaines sous-varietes remarquables de R^. Nous etudierons egalement la compatification 
de Rrf dans PHom(A^y, S^) ainsi que I'image du bord par Nous donnerons enfin quelques 
applications geometriques, en particulier I'exemple des surfaces de degre 5 nous permettra de 
decrire les positions d'une cubique plane par rapport a une conique. 

2.1 Etude des 

Nous montrons dans ce paragraphe le theoreme suivant : 

Theoreme 3. Les varietes et R^ sont irreductibles et lisses de dimensions 4ci + 4 et 3d + 8. 
La variete R^ a d — 1 composantes irreductibles de dimension 3d + 7. La variete Rj^ a [^] 
composantes irreductibles de dimension 2d + 9. 

Proposition 7. Les varietes Hd et R^ sont irreductibles et lisses de dimensions Ad+A et 3d+8. 

Demonstration : La variete R^ est un ouvert du schema des morphismes de degre d de 
dans la grassmannienne G. Les resultats de |P2(| nous permettent de conclure a la lissite, 
I'irreductibilite et la dimension de cette variete. 

Nous avons un morphisme propre de la variete R| vers les hyperplans de P(A^y) non tangents 
a G : a / € R^ on associe I'hyperplan sur lequel I'image est tracee (il est unique sinon par <I> on 
aurait une quadrique de rang au plus 4). La fibre de ce morphisme est le schema Mor^(P^, Q^) des 
morphismes de degre d de P^ dans Q3 "la" quadrique non singuliere de P^ (cette quadrique est la 
quadrique de rang 5 decoupee dans G par I'hyperplan, elle est isomorphe a Qs). Les resultats de 
[ |P2| nous permettent d'affirmer que la fibre est irreductible, lisse de dimension constante egale 
a Sc? + 3 d'oia le resultat. 

La variete R^ 
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Nous allons maintenant decrire les composantes irreductibles de R^. Nous avons vu a la 
proposition Q qu'un ouvert dense U4 de est forme des elements / tels que la courbe /(P^) est 
contenue dans un unique hyperplan tangent a G (cas = 1). II nous suffit done de determiner 
les composantes irreductibles de I'ouvert U4. 

Nous avons alors un morphisme propre T4 : U4 — > G qui a / associe le point de contact de 
I'unique hyperplan tangent a G contenant /(IP^). II s'agit maintenant d'etudier la fibre de T4. 
Cette fibre au dessus de Lq € G est isomorphe a Mot ^{F^ , (^l^^) oil est le cone de G forme 
par les droites qui rencontrent Lq. 

Notons la variete : {(P, L, H) G F{V) xGx F{V) / P e Lq C H et P e L C H}, 
c'est I'eclatemement vr de (Ll^ au sommet du cone. Nous avons une projection p de ^^.o ^^^^ la 
variete Qlq suivante : {{P,H) G F{V) x F{V) / P £ C H}. Cette variete est une quadrique 
isomorphe k Lq x Lq. 

II est facile de verifier que (^^.g est la fibration en droites projectives au dessus de Ql^ 
associee au faisceau O^^^i^{—l,0) © O^^^^i^{0,l). Le groupe de Picard de G^^g est done Z'^ 
(nous prendrons pour base des cycles les degres sur et le degre relatif pour p). 

Lemme 4. Pour tout 7 = (a, 6, c) G N^, le schema Mor^(P^,^iQ) est irreductible et lisse de 
dimension 2a + 26 + c + 3. 



Demonstration : Le theoreme principal de |P2| nous permet de dire que le schema des mor- 



phismes Morj-^ ;,)(P^, Qlq) 6st irreductible et lisse de dimension 2(a+6+l). Par ailleurs, la propo- 



sition 4 de [P2| nous permet de dire que comme le degre relatif est positif, alors Mor^(P-'^, ^2,,,^ 



est irreductible et lisse de dimension 2(a-|-6-|-l)-|-c-|-l. 

L'eclatement vr definit un morphisme vr : Mor^(P-'^, (^/.g) — > Mor7r,-Y(P"'^, ^Lq)- P^^^ / 
un element de Mor^^ ^^^^^(P^, ^Lq) alors f{F^) rencontre le diviseur exceptionnel en |(c — (a + 6)) 
points, le degre de son image dans est done ^(a + b + c). Ainsi vr(/) est de degre d si et 
seulement si c = 2d — {a + b). 

L'image de Mor(„ ;„2cZ-(a+fe)) (P^i ^Lo) dans Mord{F^ ,^Lo) est contenu dans I'ensemble des 
morphismes dont l'image passe d — {a + b) fois par le sommet du cone. Si d < a + b ceci impose 
que l'image du morphisme est contenu dans le diviseur exceptionnel, il se contracte done sur 
le sommet par vr. Nous supposerons desormais que d > a + b. Reciproquement, si on a un 
morphisme de P^ dans qui passe d — (a + b) fois par le diviseur exceptionnel, sa transformee 
stricte dans G^Lp est dans le schema Mot (^a,b,2d-{a+b)) (F\(!:lo) (ou Mor(fe 

,a,2d-(a+fe))(P I'^Lo)) 

on retrouve le morphisme de depart par projection par vr. Nous avons done des immersions 
TT : Mor(-„^b^2d-(a+fe)) {F\<tLo) ^MoTdiF\(!:Lo)- 

Proposition 8. Pour a fixe, les varietes 7i"(Mor(„ 2d-(a+6)) (^^^^i ^io)) '^^^^ d> a + b sont dans 
I'adherence de tt{Mot (^^^d-a,d)(^^ I'^Lo)) ■ 

Demonstration : Notons W I'espace vectoriel H^O^^{l)^ c'est un quotient de rang 2 de V. 
Notons Ny/ le noyau de la surjection de V dans W . Si /(P^) est dans le cone C^g, alors l'image 
de la fleche Ny/(^Of,i — > f*Q est de rang 1. De plus le conoyau de cette fleche est de rang 2 
aux points de P^ qui s'envoient sur le sommet du cone et de rang 1 ailleurs. 
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Considerons done un morphisme / € (Lq) tel que le morphisme N\Y'S>Opi — > f*Q ait 
pour conoyau Opi(a) © Od oil D est un diviseur de degre x. L'image de A^iy(8>Opi dans f*Q est 
done Opi {d— {a + x)) et le faiseeau Opi (a) O^) est le eonoyau de Opi (— (a + x)) . 

En eonsiderant les fleehes duales (eorrespondant a la surfaee duale) , nous avons un morphisme 
de y^Opi dans f*K. La fleehe de W^O^i dans C'pi(a + x) a pour image Opi(a) et eonoyau 
Od. Le morphisme VF^Opi — > f*K se factorise par Opi(a + et a pour eonoyau le faiseeau 
Opi{d — (a + x)) © O/). Ainsi, il suffit de se donner une famille rx de fleehes de W^Opi dans 
Opi(a + x) sujeetive au point generique et egale a Vq au point speeial pour eonstuire une famille 
de morphismes dont l'image ne passe pas par le sommet au point generique et qui vaut / au 
point speeial. 

CoroUaire 3. Les composantes irreductibles de Morrf(P^,£i„) sont les adherences des images 
7r(Mor(Q ,i)(P^, C^o)) pour < a < d. Elles sont toutes de dimension 3(i + 3. 

Notons R-^(a) le ferme de U4 des morphismes / qui sont dans la eomposante de Tj^(T4(/)) 
contenant vr (Mor („^rf„„^rf) (P^ , (/) ) ) • 

CoroUaire 4. Les varietes R.^(a) pour 1 < a < d — 1 sont les composantes irreductibles de R^. 
Elles sont de dimension 3d + 7. Les composantes R^(a) et R^((i — a) sont duales Vune de I'autre. 

Demonstration : Les varietes R^(0) et R^(d) ne sont pas dans R^ (mais dans son adherenee) 
car dans ee eas la courbe est tracee sur un (/3)-plan ou un (a)-plan respeetivement. Elle n'est done 
pas dans R^. Les varietes R^(o) ont pour ouvert dense la famille des 7rL(Mor(„ ^^.^ (P^, au 
dessus de G. Celle-ei est irreduetible de dimension 3d + 7. Les varietes R^(a) pour 1 < a < d — 1 
sont toutes distinetes, l'image d'un morphisme general est donne par une eourbe traeee sur un 
hyperplan tangent a G qui reneontre un (a)-plan et un (/?)-plan (eontenus dans eet hyperplan) 
en a points et en d — a points. 

Remarquons que la dualite eehange les (a)-plans et les (/3)-plans ee qui montre que les 
composantes R^(a) et R^((i — a) sont duales I'une de I'autre. Remarquons enfin que les strates 
Rrf,i et R^ ;l sont R^(l) et ILj{d - 1). 

La variete R^ 

Nous avons vu a la proposition |^ qu'un ouvert dense U3 de R^ est forme des elements / 
de R^ tels que la courbe /(P^) est eontenue dans un unique espace lineaire de codimension 2 
tangent a G (eas = 1). II nous suffit done de determiner les composantes irreductibles de 
I'ouvert U3. 

Nous avons alors un morphisme propre T3 : U3 — > T^, qui a / assoeie I'unique espace lineaire 
de codimension 2 tangent a G et contenant f{F^) (I'espace Tq est isomorphes aux couples (x, W) 
oil X G G et est une sous- variete lineaire de dimension 3 de T^G). II s'agit maintenant d'etudier 
la fibre de T3. Cette fibre au dessus de Lq G G est isomorphe a Morrf(P^, Slq) oil Slq est le cone 
de G decoupe par le sous-espace lineaire de codimension 2. 

Notons vr : Slq — > Slq I'eelatemement de Slq au sommet du cone. Nous avons une projection 
p de Slq vers la droite Lq. II est facile de verifier que Slq est la fibration en droites projectives 
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au dessus de Lq associee au faisceau 1) © C'pi(l). Le groupe de Picard de S^^ est done 

(nous prendrons pour base des cycles le degre sur Lq et le degre relatif pour p). 

Lemme 5. Pour tout 7 = (a, 6) G N^, si b > 2a, le schema Mor^(P-'^, S'^,,) est irreductible lisse 
de dimension 2a + b + 2, sinon il est vide. 



Demonstration : Le theoreme principal de |P2| nous permet de dire que le schema des mor- 



phismes Mor^ (P^ , ) est irreductible et lisse de dimension 2a + 1. Par ailleurs, la proposition 



4 de |P2| nous permet de dire que comme le degre relatif est positif, alors si 6 > 2a, le schema 



Mor^(P-'^, Slo) est irreductible et lisse de dimension 2a + 1 + 6 + 1 et qu'il est vide sinon. 

L'eclatement vr definit un morphisme tt : Mor^(P"'^, Slq) — Mor7r,^(P^, Lq). De plus si / est 
un element de Mor((j (P-*^ , Slq) alors /(P^) rencontre le diviseur exceptionnel en ^6 — a points, 
le degre de son image dans est done ^6 + a. Ainsi 7r(/) est de degre d si et seulement si 
b = 2{d — a). Nous supposons maintenant b > 2a. 

Proposition 9. La variete Mor^(P-'^, a [|] + 1 composantes irreductibles toutes de dimen- 
sion 2d + 2 decrites pas les images par vr des Morj-^ 2(d-a)) (IP^) Slq) pour < a < [^]. 

Demonstration : Comme dans le cas de R^, les morphismes de Mor^^ {,)(P^, 5^^) dans le 
schema Morrf(P^, Sl^) sont des immersions des que [|] > a. Par ailleurs Mor^(P^, Slq) est reeou- 
vert par ces images (il suffit de regarder la transformee stricte) . Comme toutes ces varietes sont 
irreductibles de meme dimension elles forment les composantes irreductibles de Mor^(P^, S^g). 

Notons ri^(a) le ferme de U3 des morphismes / qui sont dans la composante irreductible 

vr(Mor(„,2{d-a))(P\5T3(/))) de T^\T:,{f)). 

CoroUaire 5. Les varietes R-^(a) pour 1 < a < [|] sont les composantes irreductibles de Rj^. 
Elles sont de dimension 2d + 9. 

Demonstration : La variete R^(0) n'est pas dans Rj^ (mais dans son adherence) car un tel 
morphisme / aurait pour image une droite contenue dans G, la surface serait alors un cone (et 
sa duale aussi). Les composantes sont evidement autoduales. 

2.2 Compactification de R^^ 

Nous etudions dans ce paragraphe la fermeture R^ de R^ dans PHom(A^y, Sd). 

Proposition 10. Le bord de R^ est forme de varietes isomorphes a H^' ^ ^{Sd-d') pour tout 
d' entier strictement inferieur a d et de Rd,o U R^g- 

Demonstration : Nous avons vu au lemme ^ qu'un element de Hd est donne par une appli- 
cation lineaire de A'^V dans Sd telle que le morphisme ip : A^F^Opi — > Opi{d) est surjectif 
et que la composee 

Opi(-d) ^ A^F^Opi ^ AV^Opi ^ Opi(d) 
est nulle (condition notee (*)). 
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Un element ip est done dans le bord de si il verifie la condition (*) (qui est fermee) et si 
la Heche associee sur les faisceaux n'est plus surjective. L'element ip etant non nul, I'image de 
Tp dans est un faisceau sans torsion de rang 1. C'est done 0^i{d') avec < d' < d. La 

donnee de ip est equivalente a celle d'une surjection de A'^V0O]i>i — > Opi {d') et d'une fleche 
de C'pi(d') dans Opi{d). Ceci correspond au choix d'un element de R^/ (ou de Hd',o U R'^/ q) et 
d'un element de F{Sd-d')- Le cas de Rd',o U R^, q est adherent a R^^o U ^'d o "^'^^ resultat. 

Remarque 9 . (i) Nous pouvons maintenant completer la preuve du fait (lemme |2|) que la 
restriction du morphisme ^ a R^ est definie en dehors de Rd,o U R^g- En effet, nous avons 
vu que $ n'est pas defini sur ce ferme et sur le complementaire c'est a dire sur R^ et sur les 
composantes R^/ x F{Sd-d') du bord le morphisme ^ est defini (voir lemme |^ pour I'image du 
bord). 

(u) Notons i{d, d') I'inclusion de H^' x F{Sd~d') dans R^. Soient d' et d" deux entiers tels que 
< d" < d' < d. La composee de i{d' , d") x Idp(5^_^,) et de i(d, d') qui va de R^" x F{Sdi-d") x 
W{Sd-d') dans R^' x "F^Sd-d') puis dans R^ est i{d,d") ou on a identifie F{Sd'-d") ^ ^{Sd-d') 
avec F{Sd-d") grace a la multiplication Sd'-d"®Sd~d' — ^ Sd~d"- 

CoroUaire 6 . Le bord de R^ a trois composantes irreductihles : les deux fermes R^^q R^^o 
et la variete R^-i x P(5i). 

Lemme 6. L 'image de Hd' x ¥{Sd-d') P^-t ^ est la variete des quadriques contenant la courbe 
rationnelle normale Cd et dont le noyau (en tant que forme quadratique) rencontre Cd selon les 
d — d' points definis par l'element de ¥{Sd-d')- 

Demonstration : Soient d — d' points de Cd definis par un element ^ de F{Sd~d')- L'espace 
lineaire engendre par ces points est donne par le conoyau de Sd' Sd- Soit ip un morphisme 
de A'^V dans Sd, le noyau de la forme quadratique $(V') contient le sous-espace lineaire donne 
par le conoyau de ^p. 

Si le morphisme tp se factorise par un element ^ € ¥(Sd-d'), alors on a une surjection 
N — > ce qui impose que le noyau de la fieche contient le sous-espace lineaire et done 
que le noyau de ^{ip) rencontre Cd selon les d — d' points definis par ^. 

Reciproquement, si on a une forme quadratique w qui contient Cd et dont le noyau rencontre 
Cd selon les d—d' points definis par ^ G ¥[Sd^d')-, alors I'image de Cd par la projection par rapport 
a est la courbe rationnelle normale Cd' de P(S'(i'). Son image par la projection par rapport 
a Kerw/H^ est alors une courbe rationnelle de degre d' de S'^/Kerzw. En prenant une isometric 
de 5d/Keru) dans A'^V, on a un element de R^/. Ainsi w est dans I'image de Rd' x F{Sd^d')- 

2.3 Degre des images 

Nous etudions maintenant les images par ^' des varietes R^ ainsi que celle du bord de R^. 
Nous donnons notamment le degre de ces varietes et nous decrirons la courbe generale de I'image 
des composantes de R^, Rj^ et du bord au prochain paragraphs 

Pour calculer le degre de I'image, nous utilisons le theoreme |l|. Nous savons (proposition 
que I'image par $ et done par de R^ est qg. Ceci impose que I'image de R^ est exactement 
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qfc. Nous verifions que pour 3 < A; < 6 les varietes determinantielles ont les dimensions 
"attendues". Nous pouvons ainsi grace aux resultats de p^T| calculer leur degre. 



Proposition 11. Les varietes q^ pour 3 < /c < 6 sont equidimensionnelles de dimensions 
respectives {k — 2)d — 1 — ■^{k — l){k — 2) . 

Demonstration : Nous avons montre que les varietes Rj^, R^, R^ et R^ sont equidimension- 
nelles de dimensions 2d + 9, 3d + 7, 3d + 8 et Ad + 4. Les fibres au dessus de qs, q^, qs et qg 
etant equidimensionnelles de dimensions d + U, d + 11, 15 et 15 (proposition^, les varietes q^ 
pour 3 < k < 6 sont done equidimensionnelles de la dimension voulue. 

Nous pouvons maintenant montrer le theoreme suivant : 

Theoreme 4. L 'image par ^' de la varieteUd (resp. de R|J est un localement ferme irreductible 
de dimension 4d — 11 (resp. 3d — 7) et de degre i{d) (resp. j{d) ) qui est PGL2-invariant. 

L 'image par ^' de la variete R^ (resp. R^J est de degre k{d) (resp. p{d)). Elle a [|] com- 
posantes irreductibles qui sont des localement fermes (resp. fermes) de dimension 2d — A (resp. 
d — 2) invariants sous PGL2 . 

Si d> 5, I'image du bord de Hd prive de Rd,o R'^q est irreductible de dimension Ad — 14 
et de degre 2{Ad - lA)i{d - 1). 

Les degres sont donnes par : 

ci-6 (d+l+k\ d-5 (d+l+k\ d-i fd+l+k\ d-3 fd+l+k\ 

k=0 \ k ) k=0 \ k ) k=0 \ k ) k=0 \ k ) 



Demonstration : Les resultats de J. Harris et L.W. Tu |H1|| , que Ton pent appliquer aux 
varietes determinantielles q^, nous permettent de calculer les degres. 

Le resultat sur R^ et R^ decoule directement de la proposition et de la dimension des 
fibres (proposition ^). 

Les d — 1 composantes irreductibles R^(a) pour l<a<d — Ide R^ sont telles que R^(a) 
et R^(d — a) sont en dualite (corollaire |^. Leurs images sont done les memes ce qui donne [|] 



fermes irreductibles de ^'(R^). Nous montrerons a la proposition 12 que ces fermes sont distincts 
et nous les deer irons. 

Nous avons vu que I'image de Rj^ est qs qui est ferme (car q2 est vide) de dimension d — 2 
(proposition |ll|). Chacune des composantes irreductibles de R^ donnera un ferme irreductible 
de qs. Nous montrerons a la proposition O que ces fermes sont distincts et nous les decrirons. 



Le bord de R^ prive de R^^q st R[^q est Rrf_i x P(S'i) (corollaire |6|). II est done irreductible 
de dimension Ad+1. D'apres la proposition^ son image est de dimension Ad — lA. Nous decrirons 
son image au lemme ^ et nous donnerons son degre. 

2.4 Description geometrique de quelques images 

Nous determinons geometriquement les courbes de I'image du bord, de ^'(R^) et de ^(R^). 
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Remarque 10. Nous pouvons decrire geometriquement la correspondance entre les formes 
quadratiques de Sd contenant et les courbes de degre d — 2 de P(S'2)- Soit Q une forme 
quadratique de Sd contenant Cd et definissons la courbe de S'^Cd suivante : 

C{Q) = {{p,q) € S'^Cd I la droite (pg) est isotrope pour Q} 

La variete S'^Cd est canoniquement isomorphe a S'^P^ et le morphisme : 

C : P(525d_2) P(5^-252) 
Q ^ C(Q) 

est la description geometrique de la loi de reciprocite de Hermite. Ainsi si nous considerons $ 
comme a valeur dans ^{S'^Sd-2)-, nous avons ^' = Co$. En effet, soit ■0 une projection de P(5rf) 
dans P(A^F). Les droites Lp et Lq correspondant aux images de p et g se coupent si et seulement 
si la droite {tp{p)tp{q)) est contenue dans G ce qui signifie exactement que (pq) est isotrope pour 
Q. 

Lemme 7. L 'image de Hd' x P{Sd-d') est formee des courbes reunion d'une courbe de degre 
d' — 2 de ^{Hd') des d — d' tangentes d la conique Cq definies par V element de ¥{3 d-d')- Elle 
est de degre 2^""'' {^^fld'^^)i{d') pour d>5. 

Demonstration : Si ip est dans le bord de R^, disons que tp = (ip'jS.) ^ R-d' x ^{Sd-d'), 
alors ip se factorise par ^ ce qui impose (voir le lemme |6|) que le noyau de la forme quadratique 
Q = $('0) rencontre Cd selon les d — d' points definis par Si p est un tel point, alors pour 
tout q £ Cdla droite (pq) est isotrope pour Q. Ainsi les paires (p, q) pour tout q £ Cd sont dans 
C{Q). Le lieu singulier abstrait contient done les tangentes a la conique canonique definies par 
^. La composante restante est definie par ^p' et est un element de ^'(Rrf'). 

Reciproquement, si la courbe C{Q) contient les droites tangentes a Cq definies par un element 
^ € T{Sd-d')-, alors pour tout point p defini par ^, nous savons d'apres la remarque precedente 
que pour tout g € la droite {pq) est isotrope pour Q. Ceci est equivalent a dire que p est 
dans le noyau de Q. II suffit alors de prendre une isometric de 5rf/KerQ dans h?V pour trouver 
un element de R^' x ¥{8 d-d') qui s'envoie sur la courbe C{Q). 

La fibre des courbes contenant une droite tangente n'est pas contenue dans le bord de R^. 
Par exemple si / est un element de U4 tel que /(P^) rencontre le sommet du cone 2^X4 (/) alors 
son lieu singulier abstrait contient une droite tangente a Cq. 

Pour calculer son degre, il suffit de calculer le nombre de courbes de ce ferme qui passent 
par d + 3d' — 11 points en position generale. Mais on connait le degre de ^(R^') dans la variete 
des courbes de degre d' — 2, c'est i{d') (il represente le nombre de courbes de ce type passant 
par 4d' — 11 points). Pour determiner une courbe passant par 3d' + d — 11 points il suffit d'en 
choisir d — d' {{!^^d-d'^^) possibilites) qui nous donnent les tangentes {2'^~'^ possibilites) et les 
4d' — 11 autres nous definissent i{d') courbes de degre d' — 2 dans I'ensemble voulu. Le degre 
recherche est done 2^-'^' {^^f^-^^)i{d'). 

Si d = 4, la variete R3 ne verifie plus les conditions precedentes. La dimension du bord de 
R4 est 18, celle de son image est 3 et son degre est 6. 
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Lemme 8. L'image par ^' de R-^(a) est contenue dans la variete des courbes reunion d'une 
courbe de ^a-i d'une courbe de ^d-a-i- 

Demonstration : II suffit de verifier ce lemme sur I'ouvert U4 de et meme sur I'ouvert 
de R.^(a) des courbes ne passant pas par le sommet du cone. Si / G R^(a), le sommet du cone 
T(/) est une droite de F(y). Notons W le quotient de dimension 2 de y qui la definit et N\y le 
sous-espace de dimension 2 de ^ correpondant. 

Le quotient C de la Heche N]y<^Opi — > f*Q est localement libre de rang 1 si /(IP^) ne 
passe pas par le sommet (voir preuve de la proposition ^). Par ailleurs, ce faisceau decrit la 
trace des generatrices sur la droite P(VF). Son degre est done donne par le degre de /(P^) sur le 
premier facteur de la quadrique <3p(iy) Qui s'identifie a P(VF) x F{N]y). Ainsi C est isomorphe 
a C'pi(a). Nous avons done un quotient naturel Sa de H^{f*Q) (dont le noyau est Sd-a) tel que 
I'application lineaire V — > H^{f*Q) — > Sa se factorise par W. 

Soient le noyau et Q le conoyau de la Heche de F(8'C'p(52) dans Ka (voir notations) deduite 
de la composee precedente, le faisceau R de support le lieu singulier abstrait est donne par la 
suite exacte : 

Mais l'image de FC^Opj-^j) dans Ka est WcgiO^f^s^^ done Q est donne par : 

W0O^S2) ^Ka^Q^O 

et N = N\Y<SiOp(^s2)- Ainsi Q a pour support une courbe de ^a-i - Enfin, le noyau de I'application 
de R dans Q est donne par le conoyau de la fleche N\Yi^Opi^s2) — ^ Kd-a ce qui nous dit que 
son support est une courbe de ^d~a-i- 

Si I'element / de R^(a) est tel /(P^) passe par le sommet du cone, alors le conoyau de la 
fleche iVa(8)Opi — > f*Q est un faisceau ayant de la torsion et la courbe de ^d-a-i se decompose 
en une courbe de ^d'-a-i et les d — d' droites tangentes a la conique determinees par les points 
de torsion de ce faisceau. 

Lemme 9. La variete esi un ferme irreductihle et reduit de dimension 2n et de degre l{n) 
de P(5"52). 

Demonstration : Les courbes de degre n en relation de Poncelet avec la conique canonique 
sont donnees par les pinceaux de sections de H^Kn+i- Elles s'identifient ainsi a Grass(2, 5n+i) 
dans P(A^S'„+i) = P(S'"S'2) et torment done une variete irreductible et reduite de dimension 2n 
et de degre : 

,(„) - - P")' 



2n + l n!(n + l)! 

Proposition 12 . Les varietes R^(a) et R^(d— a) ont la meme image par ^ , elle est irreductible, 
reduite et isomorphe a ^Pa-i x ^d-a-i- Son degre est m{a,d) que Von calculera. 

L'image reduite de Rj^(a) est isomorphe a '^a-i ^F'{Sd-2a) et est formee des courbes reunion 
de d—2a tangentes d Cq et d'une courbe de '^a-i comptee deuxfois. Elle est de degre 2'^~^'^/(a— 1). 
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Demonstration : Les varietes R.^(a) et R^(ii — a) etant irreductibles reduites et echangees 
par dualite, elles ont la meme image par ^ qui est irreductible et reduite. De plus, cette image 
est de dimension 2d — 4. On a vu au lemme|8|que cette image est contenue dans ^a-i ^ Vd-a-i- 
Le lemme precedent nous permet de conclure a I'egalite. 

On pent calculer le degre m{a,d) de I'image de R-^(a) : il suffit de calculer le nombre de 
courbes reunion d'une courbe de ^a-i et d'une courbe de ^d-a-i passant par 2d — 4 points. 
On choisit 2a — 2 points (Qt-t) choix) et par ces points il passe l{a — 1) courbes de %ia-ii 
par les 2d — 2a — 2 points restant il passe l{d — a — 1) courbes de ^id~a-i- Le degre est done 
m{a,d) = Qa-t)^^ — l)l{d — a — 1) sauf dans le cas particulier oia a = ^ car on a compte deux 
fois chaque situation et m{^,d) = ^(^^-2)^^ ~ 1)^- 

La construction du lemme ^ est encore valable pour une courbe de R^(a). Le conoyau de 
la fleche de PF®Op(52) dans Ka est le meme et donne une courbe X € ^a-i- La fleche de 
A^VK(8)Op(52) dans Kd-a se decompose en W(^Op(^s2) — ^ — > Kd-a ce qui nous donne la 
courbe X une deuxieme fois (conoyau de W(^Opi^s2) — ^ ^a) et d — 2a droites tangentes a Cq 
(conoyau de Ka — > Kd-a)- On conclue par irreductibilite car I'image de Rj^(a) et la variete 
^a-i X IP(5'd-2a) ont la meme dimension. 

Remarque 11. Une surface generale a pour lieu singulier abstrait une courbe non singuliere. 
En effet, I'image de R^(l) est ^d-2- Or il existe des courbes lisses dans ^d-2i par generalisation 
on a le resultat. 

Proposition 13. Une surface est dans R^(a) si et seulement si son lieu singulier est reunion 
d'une droite a-uple et d'une courbe de degre ^{d — a — l){d + a — 2) et celui de sa duale est 
reunion d'une droite {d — a)-uple et d'une courbe de degre ^{o. — l){2d — a — 2). 

Demonstration : Avec les notations ci-dessus la droite P(A^vf) est multiple pour la duale. La 
multiplicite de cette droite est le nombre de generatrices de la surface contenues dans le plan 
correspondant a un point de P(iVvK)- Ceci revient a calculer, pour un sous-espace vectoriel C de 
dimension 1 de N\y donne le nombre de points de tels que la fleche induite C^Opi — > f*Q 
soit nulle. Si / est dans R^(a), cette fleche se factorise par Opi(d — a) (car Ny/^Opi se factorise 
par ce faisceau) il suffit done qu'elle s'annule dans 0-p\{d — a). On a done d — a tels points. Ainsi 
la duale a une droite (d — a)-uple. 

De plus la duale S d'une surface S de R^(a) est dans R^(d — a). Nous savons done que (5) 
a une droite a-uple. Ainsi S a une droite a-uple. Pour calculer le degre de la courbe residuelle. 



il suffit d'utiliser les resultats de | KL | 



Si le lieu singulier abstrait contient une courbe de alors les n + 1 points de la conique 
definissant un polygene associe correspondent a n + 1 generatrices de la surface qui se coupent 
deux a deux. Ceci n'est possible que si elles sont concourrantes ou coplanaires. On a alors une 
courbe (n + l)-uple sur la surface ou sa duale. Si on a une droite (n + l)-uple sur la surface ou 
sa duale, le lieu singulier abstrait contient alors une courbe de 

Reciproquement, si on a une surface dont le lieu singulier verifie les hypotheses de la propo- 
sition, alors son lieu singulier abstrait contient une courbe de ^a-i (droite a-uple sur la surface) 
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et une courbe de ^d-a-i (droite {d — a)-uple de la duale). Pour une raison de degre, le lieu 
singulier abstrait est reunion de ces deux courbes. Le lieu singulier de cette surface est done 
(proposition 12) contenue dans ^'(R^(a)). Cependant, nous savons (proposition ^) que la fibre 



au dessus d'un point de ^'(R^(a)) a deux composantes irreductibles, I'une contenue dans R^(a) 
I'autre dans R^(d — a). Comme la surface contient une droite a-uple elle est dans R^(a). 

Remarque 12. Si / € R^(a)nR^(d — a) alors /(P^) est tracee sur une quadrique Li x L2 de G 
definie par deux droites Li et L2 de F(y) (c'est I'ensemble des droites qui rencontrent les deux 
droites). La courbe /(P^) est de bidegre (a, d — a) sur la quadrique. Elle a done (a — l)(d — a — 1) 
points doubles. La surface est alors autoduale et son lieu singulier est reunion de la droite a-uple 
Li de la droite [d — a)-uple L2 et des {a — l){d — a — 1) generatrices correspondant aux points 
doubles. 



2.5 Etude des surfaces de degre 5 



Nous decrivons ici les fibres du morphisme M.{d) P(S''^ ^«S'2) de fagon geometrique dans 



le cas des surfaces de degre 5. Ceci nous permet de retrouver des resultats de |Pl[| sur la position 
relative d'une cubique et d'une conique. 

Notons A^'*(5) I'image dans de I'ouvert des points stable, *I'(A4*(5)) s'identifie a qgUqs. 

Proposition 14. La fibre de I'application A4^{5) -—^ qeUqs au dessus d'une cubique est donnee 
par les triangles de Poncelet associes d la cubique. 

Demonstration : Les surfaces de A^*(5) sont de type 2 : les surfaces de type 1 ou dont la 
duale est de type 1 sont toutes dans R5 (voir corollaire §). Le faisceau R definissant le lieu 
singulier abstrait est alors le conoyau du morphisme injectif y(8'C'p(52) — ^ -^2 © K^- De plus, 
le morphisme canonique (invariant sous le groupe G2) de V dans H^K2 est necessairement 
surjectif. Ainsi on a la suite exacte : 

— > iV — ^ Kz — > R — ^ (*) 

ou le faisceau N est 0^(^g^-^{—l) ® Op^^j) (Is faisceau V^O^f^g^-^ est une extension non triviale de 
K2 par A'"). Ceci nous definit une section de (c'est I'intersection V n H^K^ dans K2 K3) 
qui nous permet d'ecrire la suite exacte : 

Op(52)(-l) ^ ^z{2) ^R^O (**) 

ou Z est la reunion des sommets d'un triangle dont les cotes sont tangents a Co et C est I'equation 
de la cubique support de R. 

Ainsi, a toute surface S de A1*(5) on associe la cubique ^(S") et le triangle de Poncelet 
associe a ^'(S) defini par la section V fl H^K^ de K-^ (qui est invariante sous Taction de G2). 

Reciproquement, si on a une cubique C et un triangle de Poncelet associe de sommets Z, 
alors la suite exacte (**) permet de retrouver le faisceau R. Pour retrouver le sous-espace vec- 
toriel V de H^{K2 ATs), il suffit de definir un morphisme de ® dans R iV sera le 
noyau sur les sections). De tels morphismes prolongeant celui de ATs dans R defini par C et 
Z (suite exacte (*)) sont parametrises par 'Rom.{K2,R). Get espace vectoriel est extension de 
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Ext^(K2, C'p(S2)(~l)) = ^0 P^^ Hom(i(r2, K3) = Si- Le sous-groupe unipotent de G2 est isomor- 
phe a Si et agit transitivement sur }lom{K2, K^). Le quotient G2/S1 qui est alors isomorphe a 
C* agit par homotheties sur Ext^{K2,N). Ainsi le groupe G2 a deux orbites dans ILom{K2, R) 
dont I'une est le vecteur nul. Comme ycsOp^g^) ^st une extension non triviale de K2 par A^, 
cette orbite ne peut convenir. L'autre orbite sous G2 nous defini un element de la fibre de G. 

Corollaire 7. // existe exactement deux triangles de Poncelet associes a une cubique generale 
de P(5'2). II existe une hypersurface de degre 6 de F{S'^S2) telle que la cubique generale a un 
unique triangle de Poncelet associe. II existe trois fermes irreductibles de codimension 3 et de 
degres 5, 30 et 12 de F{S'^S2) tels que la cubique generale a une infinite de triangles associes. 

Demonstration : On salt que la fibre de I'application de Ai{5) dans P(S'^S'2) est donnee 
par deux points au dessus de qg, un seul au dessus de qs et une infinite de points au dessus 
de q4. La proposition precedente permet de trouver les deux premiers cas. De plus I'image de 
R5 est formee de deux composantes : et les courbes reunion d'un element de ^2 et d'une 
droite. Ces deux types de courbes ont une infinite de triangles associes et forment deux fermes 
de codimension 3 de degres 5 et 30. Enfin I'image du bord de R5 est forme des courbes reunion 
d'une conique et d'une droite tangente a Cq. II y a une infinite de triangles associes a ces courbes. 
Cette variete est de degre 12. 



2.6 Une parametrisation birationnelle de I'image de \1/ 

Dans ce paragraphe, nous donnons une parametrisation birationnelle de I'image de ^ qui per- 
met de montrer que I'image est rationnelle. Nous decrivons explicitement cette parametrisation. 

Proposition 15. Si d est pair, I'image de ^' est birationnelle d la variete des formes quadra- 
tiques de rang 4 de Sd-2- 

Demonstration : Supposons que d vaut 2n. Considerons I'ouvert R2n,n H R2n„. Si / est un 
element de cet ouvert alors f*K et f*Q s'identifient a C/(8'Cpi(— n) et W®Ofi{n) (011 U ei W 
sont des espaces vectoriels de dimension 2). La condition de parite est indispensable pour que 
f*K et f*Q aient ces decompositions. 

Fixons U et W , nous allons montrer que I'image de est birationnelle au bon quotient 
de PHom(VF®C/, 5^-2) par PGL{U) x PGL{W). Cet espace projectif est isomorphe a I'espace 
PExt^(VF®C'pi(n),[/(g)Opi(-n)). Ses points semi-stable pour Paction de PGL{U) x PGL{W) 
sont definis par la surjectivite des morphismes W (g) 5^-2 — ^ U et U ® «S'd_2 — > W. 

Un element de ¥'E'x.t^{W^Of,i{n),U0Opi{—n)) definit un faisceau F de rang 4 sur F^. Le 
faisceau F est trivial si et seulement si la fleche W^Sn-i — > U®Sn~i est un isomorphisme (ce 
qui decrit un ouvert plus petit que celui des points semi-stables). Nous pouvons appliquer la 
construction de la definition |2| sur cet ouvert pour construire une courbe X de degre d — 2 de 
P(52). En identifiant F a ycgiOpi, nous constatons que I'element de R2n,nnR2„ „ ainsi defini a X 
pour image par ^. Nous avons done construit un morphisme qui a une extension triviale associe 



la courbe X (voir remarque 13 pour une description explicite). Elle est evidement invariante 
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sous PGL{U) X PGL{W), et nous donne une application rationnelle vr du bon quotient de 
¥Yloui{U(^W,Sd-2) par PGL{U) x PGL{W) dans I'image de ^. 

Reciproquement, la donnee de / dans R2n,n H R-2n n definit la classe modulo Taction de 
PGL{U) X PGL(W) de I'extension suivante : 

— > U(g)Opi{-n) — > V(g)Opi — > W(g)Opi{n) — > 

qui est un element de FExt^{W^Opi{n),U^Opi{—n)). Le fait que le terme central est trivial 
impose que la fleche Wi^Sn-i — > U ®Sn-i deduite de I'extension est un isomorphisme. On a 
done une extension semi-stable. L'application qui a / associe la classe de cette extension modulo 
PGL{U) X PGL{W) est done a valeur dans le bon quotient. De plus, elle est evidement invariante 
sous PGL{V) et par dualite (identification entre U et W). Ainsi elle se factorise par I'image de 
^ (au moins sur I'ouvert des points stables). Ceci nous montre que l'application rationnelle tt 
est generiquement bijective. La normalite de ^'(Rd) permet de conclure ces deux varietes sont 
birationnelles. 

Enfin le quotient precedent est birationnel a la variete des formes quadratiques de rang 4 de 
Sfi-2- En effet, notons q' la forme quadratique de rang 4 sur W(^U et considerons l'application 
suivante : 

Hom(T^0C/,5rf_2) S^Sd-.2 

L 'image de ce morphisme est la variete des formes quadratiques de rang au plus 4 et la fibre 
generale du morphisme induit sur les espaces projectifs est PGL{U) x PGL{W). Le quotient 
est done birationnel a la variete des formes quadratiques de rang 4. 

Corollaire 8 . L 'image de ^' est rationnelle 

Remarque 13 . Nous pouvons calculer explicitement le morphisme vr decrit dans la proposition 
precedente. En effet, soit ip un element ip de PHom(C/(8)Vl/^, S'(;;_2)- L'image de vr est donnee par 
le determinant de la composee suivante : VF(8'5'„_2<8>5'2 — > W®Sn — ^ U (^Sn-2 vue comme 
matrice de taille 2(n — l)x2(n — l)a coefficients dans 82- 

Considerons ip comme une matrice (aij)(ij)G[i,2]x[i,2] a coefficients dans Sd-2 (les polynomes 
de degre d— 2 en deux variables). Si Q est un element de Sk, notons dg l'application S^+k — *■ Sx 
definie par Q (qui vient de S^+k^Sk — > Sx)- Alors I'image de if par vr est donnee par le 
determinant de la matrice 2(n — 1) x 2(n — f) donnee comme une matrice 2x2 dont les blocs 
sont : ((d^fe+,j^2n-4-{fc+o(aij))(fc,i)e[o,n-2]x[o,n-2])(jj)e[i_2]x[i,2] P^^^^ P^^^ '^^ details sur les calculs 



dans les representations de SL2 voir [5P| 



Remarque 14. Considerons I'espace projectif P(5'^5'rf_2) comme celui des formes quadratiques 
sur Sd qui contiennent la courbe rationnelle normale Cd (cf. remarque]^, soit Q une telle forme 
quadratique, supposons que Cd ne rencontre pas le lieu singulier de Q. Notons Qq le lieu lisse 
de Q, le fibre tangent Tqq(1) est muni d'une forme quadratique de rang egal a Tg{Q) — 2. 

Supposons maintenant que d est pair, alors un element general Q de F{S'^Sd-2) verifie le 
fait que TQg{—l)\c^ est trivial et on a une identification Sd-2 — *■ H^TQg{—l)\c^- Ce n'est plus 
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vrai si d est impair. Ainsi, dans le cas pair nous avons defini une application rationnelle p de 
P(S'^5(i_2) I'espace des formes quadratiques de contenant la courbe rationnelle normale vers 
W{S'^Sii-2) I'espace des formes quadratiques de Sd-2- De plus, I'image d'une forme quadratique 
de rang k est une forme quadratique de rang k — 2. 

Remarquons enfin que dans le cas des formes quadratiques de rang 6, 1'application rationnelle 
p est la reciproque de 1'application rationnelle vr de la proposition Elle est done birationnelle. 
De meme dans le cas des rang inferieurs a 6, les isomorphismes exceptionnels permettent de 
montrer que p est birationnelle. Je ne sais pas si c'est le cas en general. 



References 

[ACGH] Enrico Arharello, Maurizio Cornalha, Phillip A. Griffiths et Joe Harris, Geometry of 
algebraic curves I. Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften 267 (1985), Springer 
Verlag, New York Berlin. 

[DE] Michel Demazure, A very simple proof of Bott's Theorem. Inventiones mathematicae 33 
(1976). 

[FH] William Fulton et Joe Harris, Representation Theory. GTM 129 (1991), Springer Verlag. 

[GR] Alexander Grothendieck, Techniques de construction et theoremes d'existence en geometrie 
algebrique. IV. Les schemas de Hilbert. Seminaire Bourbaki, Vol. 6, Exp. No. 221 (1995), 
Soc. Math. France, Paris. 

[GP] Laurent Gruson et Ghristian Peskine, Courbes de I'espace projectif : varietes de secantes. 
Enumerative Geometry and Classical Algebraic Geometry. PM 24 (1982), Boston, Basel, 
Stuttgart : Birkhauser. 

[HT] Joe Harris et Loring W. Tu, On symmetric and skew-symmetric determinantal varieties. 
Topology 23 (1984). 

[KL] Steven L. Kleiman, The enumerative theory of singularities. Nordic Summer School/ NAVE 
Symposium in mathemetics Oslo (1976). 

[KO] Jdnos Kolldr, Quotient spaces modulo algebraic groups. Ann. of Math. 145 (1997) no. 1. 

[MEK] David Mumford, John Fogarty et Frances Kirwan, Geometric invariant theory. Third 
edition. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete (2), 34 (1994), Springer- Verlag, 
Berlin. 

[PI] Nicolas Perrin, Courbes rationnelles sur les varietes homogenes. Preprint disponible sur 
|math.AG/0003T99| (2000). 

[P2] Nicolas Perrin, Deux composantes du bord des instantons de degre 3. Preprint disponible 



sur |math.AG/990T0Tl| (2000). 

[SP] Tonny A. Springer, Invariant theory. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 585 (1977), 
Springer- Verlag, Berlin-New York. 



26 



